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La desigualtat de Brunn-Minkowski

Oriol Serra

Si les desigualtats s6n argent
les desigualtats justes sén or.

Resum: Aquest article fa una exposici6 de la desigualtat de Brunn-Minkowski, que
relaciona la mesura de la suma de dos conjunts amb la dels seus sumands, i d’algu-
nes de les seves variants. Aquesta desigualtat classica esta estretament relacionada
amb la desigualtat isoperimétrica i t¢ nombroses aplicacions en algorismia, analisi,
combinatoria, geometria, probabilitat i teoria de nombres.
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1 Introduccio

En matematiques hi ha algunes desigualtats fonamentals que apareixen en
entorns diversos i que, pel seu caracter basic, acaben sent una eina recurrrent.
L’exemple més celebre d’aix0 és, potser, la desigualtat de Cauchy-Schwarz, que
té a més la virtut de ser una desigualtat justa per a la qual el cas d’igualtat esta
ben determinat.

En aquest article es discuteix una altra desigualtat classica que, tot i ser
potser menys popular, ha estat la llavor de desenvolupaments teodrics que
continuen estant en plena activitat, i ha trobat nombroses aplicacions, com
ara en l'algorismia, I'analisi funcional, la cristallografia, la combinatoria, la
probabilitat, la teoria de nombres i, per descomptat, la geometria. Es tracta de
I’'anomenada desigualtat de Brunn-Minkowski, que relaciona el volum de la suma
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de dos conjunts compactes a R™ amb el volum de cada sumand. Relaciona,
doncs, mesura, geometria i algebra.

La desigualtat de Brunn-Minkowski té arrels d’alld més profundes en la his-
toria de la civilitzacio occidental. Virgili conta a I'Eneida la historia de la reina
Dido, princesa de Tir que, fugint de la cobdicia del seu germa Pigmali6é va
arribar a terres de I'actual Tunisia. Alla, i com a resposta a la seva petici6
d’hospitalitat, li va ser concedida «tota la terra que pogués abastar amb una pell
de brau». A la migrada hospitalitat dels indigenes berbers, Dido va respondre
amb intelligéncia matematica, tallant la pell i encerclant amb les seves fines
tires el perimetre circular d’una gran parcella de terra, el turé de Brisa (o turd
de la pell de brau) on s’hi aixecaria la fortalesa de la ciutat de Cartago. Val
a dir que la reina va tenir un final trist, ja que va morir per despit d’amor a
causa d’Enees, a qui els deus havien designat fundador de Roma, fet que va
portar a la llegendaria rivalitat entre romans i cartaginesos. Dido, pero, va ser
divinitzada pel seu poble i va rebre el nom de Tanit. Va ser, també, honorada
per la matematica universal pel seu teorema de Dido, segons el qual el cercle
és la figura plana que tanca una area més gran entre les de mateix perimetre.

En la literatura es poden trobar narracions excellents sobre la constel-
laci6 matematica al voltant de la desigualtat de Brunn-Minkowski. Richard
John Gardner [24] déna una fascinant exposicié panoramica de I'univers de
desigualtats relacionades amb la de Brunn-Minkowski, amb una completa
bibliografia de més de cent cinquanta referéncies. El text Convex bodies: The
Brunn-Minkowski theory, de Rolf Schneider [58], exposa els desenvolupaments
de la desigualtat en el context que la va veure néixer, la geometria convexa, i
Keith Ball [1] fa una deliciosa excursié per la geometria convexa que inclou la
desigualtat de Brunn-Minkowski. Amb aquests i molts altres precedents, alguns
dels quals es mencionaran més endavant, el desig de I'autor de compartir
amb els lectors del Butlleti el contacte amb la desigualtat de Brunn-Minkowski
quedaria més que satisfet. Sense anim de competir amb aquestes obres mestres
de la divulgacié matematica, queda I’excusa de donar una visi6 lleugerament
més personal, que vol posar émfasi en versions discretes de la desigualtat o de
les seves conseqgliéncies, i que estan descrites amb menys intensitat en altres
llocs.

El punt d’inici d’aguesta exposicio és la desigualtat en si, la seva historia
i una demostracié a la secci6é 2. Una de les aplicacions classiques n’és la
desigualtat isoperimeétrica, que es discuteix a la seccid 3. D’entre les moltes
extensions naturals de I’'analisi de la desigualtat de Brunn-Minkowski discutirem
només la desigualtat de Prékopa-Leindler a la seccio 4. El viatge continua amb
versions discretes de la desigualtat isoperimétrica en espais vectorials sobre
cossos finits, i en grups abelians finits en general, a la secci6 5. El paral-
lelisme entre versions continues i en espais finits és més clara en relacio
amb el problema isoperimétric, la versio discreta del qual es discuteix a la
seccio 6. La seccio 7 tracta versions de la desigualtat de Brunn-Minkowski per a
conjunts finits en I'’espai euclidia. Per acabar aquest recorregut, es discuteixen
alguns refinaments de la desigualtat de Brunn-Minkowski relacionats amb
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les desigualtats de Bonnesen. L’article es clou amb una seccié que descriu
algunes aplicacions de les desigualtats anteriors. Tot plegat no exhaureix les
ramificacions de la desigualtat en la matematica actual ni, encara menys, les
seves aplicacions, pero déna una perspectiva sobre una desigualtat que té un
significat matematic intrinsec i del partit que se’n pot arribar a treure.

2 La desigualtat de Brunn-MinkowskKi

La desigualtat de Brunn-Minkowski té els seus origens en I'’estudi de cossos
convexos en I'espai euclidia. Recordem que, en aquest context, un cos en I'espai
euclidia R" és un conjunt compacte amb interior no buit (és a dir, tancat, afitat
i n-dimensional). Un cos K [RI' és convex si, per a cada dos punts X,y [K]
el segment de recta que els uneix

1 1

AX+((1-AN)y: A [Ja,1]

esta tot ell contingut a K. Aix0 vol dir que K no té craters. De la mateixa
manera, per a cada punt de la frontera de K hi passa un hiperpla que deixa K
completament a un costat, el ben conegut teorema de separacié de Hahn-Banach.
Els exemples més senzills de cossos convexos son les boles,

1 1
B(Xo,r)= x (R d(X,X0)<r ,

on d(-, -) denota la distancia euclidiana, i el cub [—1,1]". En dimensi6 1 els
€0Ss0s convexos son els intervals tancats, que potser no semblen un objecte
d’estudi prou atractiu, pero en dimensio dos comencen a desvetllar les nombro-
ses propietats que fan de la convexitat una nocié fecunda. Brunn va observar
gue si es pren un cos convex a R? i es comprimeix, en resulta una funcié con-
vexa cap avall en el seu suport. Recordem que una funci6 f: [a,b] - R és
convexa si per a qualsevol parell de punts X,y []a, b] se satisfa

FTAX+ (@A —=AN)yYy)=AF(X)+ (@A —AN)F(y), peratotA []0,1]. Q)

Geometricament la desigualtat indica que la grafica de la funci6 esta sempre
per sota del segment que uneix dos punts qualssevol d’aquesta grafica (o hi
coincideix, en el cas limit on la grafica també sigui una recta). Una funcio f és
convexa cap avall si —F és convexa.

La compressio a que es feia referéncia, escollida una direcci6 en el pla
—diguem la donada per la recta x = 0— consisteix a definir la funcié que a cada
a [Rili fa correspondre la llargada de la intersecci6 de la recta x = a amb el
cos convex (vegeu la figura 1). L’observacié de Brunn és que la funcié que en
resulta és convexa en el seu suport.

Brunn es va preguntar si passa el mateix en dimensions més grans que dos.
L'exemple del con, en el qual I'area de les seccions ortogonals a la seva altura
creix com a2, indica que la generalitzacié a dimensions més grans no pot ser
tan simple. En canvi, I'arrel de la funcié que ddna I'area d’aquestes seccions
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Figura 1. Compressié d’un cos convex en el pla.

si que és, en forma extrema, convexa cap avall: és una recta (com passa en un
triangle rectangle en el pla.) El teorema que apareix a la tesi doctoral de Brunn,
de 1887, diu que aquesta és la manera correcta d’expressar el fenomen:

Teorema 1 (Brunn). Sigui K un cos convex a R", v [RI" un vector unitari i
denotem per Hy = {x [CRI': X,V [= t} I'hiperpla ortogonal a v que passa per
tv. La funcié

(1) = pn-1(K n H)VO™

és convexa cap avall en el seu suport.

En aquest teorema, pn(X) denota la mesura de Lebesgue de X [CRI' (ome-
trem el subindex a U, quan la dimensié estigui clara pel context).

Minkowski va reformular aquest teorema i va observar que, si Ky = K n Hy
i Ks = K n Hg sén dues seccions de K amb r < s, aleshores la convexitat de K
implica que, per a cada A [0, 1],

A-Ke+ (1 —A) - Ks CKhr+(1-n)s- @)

Aqui s’ha d’entendre la suma de dos conjunts A, B com el conjunt de totes les
sumes d’elements de A i de B,

A+B={a+b: a CAlb B},

que s’anomena també suma de Minkowski. Observem que, com que la mesura
és invariant per translacions i A+ (B +b) = (A +B) + b, la mesura de A + B
no varia si traslladem els sumands. D’altra banda, A - A = {Aa: a A} és la
dilaci6é de A per A. Tornant a (2), i combinant aquesta relacié amb el teorema
de Brunn, veiem que

Lidn-1)

]
An—1 (Ke)YO ™D+ (1= N)pn-1(K) Y™V < ppog Ay +(1—A)Ks )

Aquesta desigualtat aporta més llum al teorema de Brunn, especialment si
oblidem que parlem de seccions d’un cos convex a R", i escrivim la desigualtat
com
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Teorema 2 (Desigualtat de Brunn-Minkowski). Siguin A,B dos cossos no
buits a R". Se satisfa

H(A +B)Y" = p(A)Y" + p)r". )

A més, hi ha igualtat si, i només si, A i B sén conjunts convexos i B és una imatge
homotética de A (és igual a A llevat de translacions i dilacions).

Figura 2: Karel Hermann Brunn (1862-1939) va néixer a Roma pero va
viure gairebé tota la seva vida a Munic, on va estudiar i va exercir de
professor. Es considerat el pare de la convexitat, nocié que va desenvo-
lupar en la seva tesi doctoral Uber Ovale und Eiflachen (Sobre ovals i
formes d’ou). Com que no s’ha disposat de cap imatge seva, a I’esquerra
es veu I'escalinata de la Universitat Ludwig Maximilian de Munic, univer-
sitat a la qual va dedicar gran part de la seva vida. A la dreta, Hermann
Minkowski (1864-1909). Nascut a Lituania, va estudiar i treballar a Ké-
nigsberg, Bonn, Zuric (on va ser professor d’Einstein) i Gotingen, on va
morir d’apendicitis. Es conegut sobretot pel seu tractament geométric
de problemes en teoria de nombres i per la seva contribuci6 a la teoria
de la relativitat.

Una manera de visualitzar la suma de Minkowski de dos cossos A,B a R", és
entendre-la com la unio de tots els traslladats A+ b per ab [BIEn la figura 3
s’illustren dos exemples amb A i B, dos cubs centrats a I’'origen a R?, diguem
A=[-L1IIx[-1L1]iB =[—h,h] x[—h,h], iC un disc centrat a I’origen de
radir <1/2. Lasuma A+B éselcub [-I —h,I +h] <[] —h,l + h] darea
2@ + h))2, amb arrel

Lo

]
H(A+B) 7 =21+ 2h = p(A)Y? + u(B)¥?,

que doéna el cas d’igualtat. La suma A + C té area
v_ —
HA+C)=P +4lr +tr2> 12+ 2 mir + tr2=p(A)+2 pu(A)u(C) + u(C),
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O sigui que
Lo

Eu'(A +C) 77> A2+ pC)v2

A+B A+C

Figura 3: Suma de Minkowski.

A la formulacio de la desigualtat (4) hi ha diversos aspectes afegits respecte
del teorema de Brunn. Els cossos A i B ja no s’entenen com a seccions d’un cos
convex, i fins i tot el resultat s’estén a conjunts no necessariament convexos.
De fet, la desigualtat continua sent valida si se substitueix la condici6 de
compactes per la de conjunts mesurables, encara que aleshores cal afegir la
hipotesi que A + B sigui també mesurable. A més, en la desigualtat (4) no hi ha
referéncia explicita a combinacions convexes de conjunts. Finalment, i aquest
és un aspecte important, es caracteritza el cas d’igualtat.

Hi ha moltes demostracions de la desigualtat de Brunn-Minkowski. En
realitat, Brunn [9, 10] la va formular i provar per al cas n = 3, i Minkowski
[48] va donar-ne una altra per a dimensio arbitraria. Les dues demostracions
identificaven el cas d’igualtat i van ser formulades per a cossos convexos.
Per citar només les més classiques, Blashke [4] i Kneser i Suss [37] en van
proposar dues més i Lusternik [43] va estendre més tard la desigualtat a cossos
no necessariament convexos. Aqui reproduim la demostracié de Hadwiger i
Ohmann [29] que, en paraules de Gardner [24], «és tan senzilla i tan bonica que
una audiéncia matematica no pot deixar de sentir-se captivada pel seu encant».
Deixant de banda alguns detalls técnics, la prova segueix aqui un altre text
excellent, Lectures on discrete geometry de Jifi MatousSek [45].

Provem primer la desigualtat (4) per a una classe simple de conjunts, els que
es poden posar com a unié de cubs de la forma [X1,y1] %< - - - X [Xn,Yn] LRI
i que tenen interiors disjunts, com un conjunt fet de maons. Si A i B sén
dos conjunts d’'un maé cadascun, és a dir, dos cubs de costats aj,...,an i
b1,...,bn respectivament, aleshores A + B és també un cub (com en I'exemple
de lafigura 3) de costats a; +b1,...,an+bp i la desigualtat de Brunn-Minkowski
es redueix a

L1 L L L L Lyl
I%Lbi)lzlzlﬁl:l_;_lﬂil_ (5)

i=1 i=1 i=1
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Aquesta desigualtat, coneguda també com a desigualtat de Minkowski, és una de
les moltes que es poden obtenir de la desigualtat aritmeticogeomeétrica, una
altra de les desigualtats classiques: peracy,...,cn [CRI,

CL+---+Cp

1/n
Ci---C <
( 1 n) =

(6)

Dividint el segon terme de (5) pel primer i aplicant la desigualtat aritmeticogeo-
metrica (6), veiem

—1 —1
ﬁfjgn + Eﬂﬁnlbi D: A E I ] E
iz1(ai + bi) =1 & i =1 & * i
Si ‘:b-i +1 Cbi
nizlai+bi nlzlai+bi
=1,

que prova la desigualtat de Minkowski. Posats a fer, recordem que una de les
demostracions més naturals de la desigualtat aritmeticogeometrica fa servir la
convexitat de la funcié exponencial, que és també el morfisme entre el grup ad-
ditiu dels nombres reals amb el grup multiplicatiu dels nombres reals positius.
La coneguda desigualtat de Jensen diu que les funcions convexes a I'interval
[a, b] satisfan la desigualtat analoga a (1), que les defineix, per a qualsevol com-
binacié convexa de n punts, (’fia_qdir, per a qualsevol punt x1,...,Xxn []A,b],

qualsevol A1, ..., Apn =0amb ;_; Aj = 1, iunafuncié T convexaa [a, b], tenim
Cg—— 0 y—y
T AiXi < )\if(Xi).
i=1 i=1

Fent servir aquesta desigualtat amb la funcié exponencial f(x) = exp(x),

obtenim
i
exp — Ui = —exp(u;),
i=1 n
que es tradueix en (6) posant c; = e"i. Aixi, la desigualtat de Brunn-Minkowski
es relaciona amb una variant de la desigualtat de Cauchy-Schwarz, que es pot
fer derivar de la desigualtat x2 = 0, i tot queda reduit a una observacid trivial
pero fonamental. Aquest és un bon punt per recordar un altre text altament
recomanable, The Cauchy-Schwarz Master Class: An introduction to the art
of mathematical inequalities, del probabilista Michael Steele [62], que fa un
recorregut per les desigualtats més significatives de les matematiques i deixa
de banda només la de Brunn-Minkowski que tractem aqui, aixo si, justificant-se
per aquesta omissio.
A més, en totes aquestes desigualtats el cas d’igualtat esta ben definit.
En la desigualtat aritmeticogeometrica (6), la igualtat es déna si i només si
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C1 = --- = cp, | en la nostra versiod primitiva de la desigualtat de Brunn-
Minkowski (5), per tant, si i només si

ag an . by bn

- = = — i — = —,
a1+b1 an+bn a1+bl an+bn

gue implica aj/aj = bij/bj per a cada parell i,j [{1,...,Nn}, osiguique AiB
s6n cubs homotetics.

Ara és el moment de tornar a la nostra demostracio de la desigualtat de
Brunn-Minkowski, que fins ara hem provat per a dos cubs. La demostraci6 per
a conjunts fets de maons se segueix per induccié sobre el nombre total k de
maons entre els de A i els de B (i aqui hi ha I'’encant de la senzillesa de la
demostracid). Completat el cas k = 2, el pas d’induccio es pot veure aixi. Com
que k > 2, un dels dos conjunts, per exemple A, té almenys dos maons. Prenem
un hiperpla H parallel a un dels hiperplans coordenats que separi almenys un
mad sencer de A en un costat i almenys un mad complet a I'altre (és facil veure
que hi ha d’haver algun H amb aquesta propietat). Podem suposar que H és
I'hiperpla x; = 0. Aixi H divideix A en dos conjunts de maons A*, A™, cada un
dels quals amb almenys un mad menys que A. Ara traslladem B en la direccio
ortogonal a H (recordem que la mesura de la suma de Minkowski és invariant
per translacions dels sumands) de manera que quedi dividit per H en dues
parts B*, B~ complint

H(AT) _ u(B™)
H(AT) (B’

Diem p = p(A*)/u(A7) a aquesta relacié. La figura 4 illustra el que estem fent.

Figura 4: Tallant maons.

Cada part B* i B~ és un conjunt que té com a maxim tants maons com tenia
B, de manera que A* i B* tenen en total com a molt k — 1 maons i el mateix es
pot dir de A™ i B~. Observem que A* +B* i A~ + B~ es tallen en un conjunt
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contingut en H, per tant, de mesura zero. Fent servir la hipotesi d’'induccio,

O] R
MA+B)=p A"+B" +u A" +B
G, B tnl, D0 G | G G b

= u A" + +u B~
I 5 I s | L1 ) Lo
S s I 1/n P n [}
1+p HA) " + 1+p u(B)
IS 5 I v | (R L
1
1 - 1/n - 1/n [
+ 1+p H(A)Y " + 1+p u(B)

-
MY + )" "

que és el que es tractava de provar.

Un cop provada la desigualtat per a conjunts de maons, un argument
estandard en teoria de la mesura permet estendre-la a conjunts compactes. Si
tenim una successi6 decreixent K; K} [-1- de conjunts mesurables de R"
aleshores la successio u(Kz), u(K2) ... té limit

i"fIl“(Ki) = H(niKi). (7)

Un altre fet basic de la teoria de la mesura és que qualsevol conjunt compacte
es pot expressar com la interseccié d’'una successié decreixent de conjunts
de maons. Si A; CA, [1- iB; (B} [-1- sén dues successions de con-
junts de maons amb interseccio els conjunts compactes A i B respectivament,
aleshores n(A) = p(niAj) i 1(B) = u(n;iBj), de manera que es pot estendre la
desigualtat de Brunn-Minkowski, que val per a conjunts de maons, a conjunts
compactes fent servir (7), ja que la suma de Minkowski A+B conté la intersecci6
de la successié A; +B; [CAp +B, [-1- . Per tant,

H(A+ B)l/n > ||m H(AI + Bi)l/n
ioo0
> lim (A" + lim p(B;) /"
1-00 100
— u(A)lln + u(B)l/n!

en que, en el segon pas, hem fet servir la desigualtat de Brunn-Minkowski per a
conjunts de maons. Aixo completa la demostracio6 i aquesta presentaci6 de la
desigualtat.

3 La desigualtat isoperimeétrica

La desigualtat isoperimétrica és una desigualtat fonamental que estén el teore-
ma de Dido, exposat en la introduccio, a dimensions arbitraries (i posteriorment
a contextos més generals que els espais euclidians). De fet, el teorema de Dido
no va veure una demostracié completa fins al segle xix, coincidint més o menys
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en el temps amb l'aparici6 de la desigualtat de Brunn-Minkowski. Tractant-se
de resultats de naturalesa propera, no és estrany que estiguin relacionats i, de
fet, una de les primeres aplicacions importants de la desigualtat de Brunn-
Minkowski va ser provar la desigualtat isoperimétrica.

La desigualtat isoperimeétrica relaciona la mesura d’un cos convex a R™ amb
la mesura (n — 1)-dimensional de la superficie que el tanca. Aqui sembla millor
referir-se a L(A) com el volum de A, i aleshores Minkowski en defineix I'area

com A A
+ —
K( [B1) — u( )’ ®)

on B3 és una bola de radi 1 centrada a I'origen. Un cop d’ull a I'exemple de la
figura 3 contribueix a convéncer de la naturalitat de la definicié i, en particular,
que per al cas que A sigui un cub de costat I, es veu com la definicio (8) ens
dona efectivament el seu perimetre 4l. La definicio es pot estendre a un parell
qualsevol A, B de cossos convexos de la manera seglent:
1 H(A + [B) — p(A)

e = tim KA

() = iy

©)

Escrita aixi, amb el factor 1/n, I'expressié anterior s’anomena volum mixt
de Minkowski. L’origen d’aquest nom esta en un teorema de Minkowski que
assegura que, per a cada [ 3 0, u(A + [B) es pot escriure com el polinomi
seguient de grau dos en []

H(A + [B) = p(B) EH (B, A) [ u(A).

El volum mixt de Minkowski 3 (B, A) és el coeficient de [Cdn aquest polino-
mi. De fet, el teorema de Minkowski que esmentem diu, més en general, que

M(t1B1 + - - - + t;Bm) és un polinomi en les variables t, ..., ty de grau la di-
mensi6 de I'espai ambient dels cossos By, ..., Bm, i el volum mixt de Minkowski
Hj (Biy, - - -, Bi;) es defineix en general com el coeficient de tj, - ... - tj; en aquest

polinomi. En particular, aquest teorema justifica que el limit a (9) existeix i el
terme de I'esquerra esta ben definit. Prenent B = B4, la bola de radi 1 centrada
a I'origen, obtenim I'area de A com

s(A) = nui(A,By).

La desigualtat isoperimétrica a R™ estableix que, per a qualsevol cos con-
vex A
’ L1 L _1

nay sty

u(B1) ~ s(B1) ’

i val la igualtat si i només si A és homotétic a B;. En la seva formulaci6
habitual, la desigualtat diu que entre tots els cossos convexos que tenen
la mateixa area, la bola és el cos que té el volum més gran.

Coneguda des de temps antics, almenys per a dimensions dos i tres, la
desigualtat isoperimétrica (10) no va tenir una demostraci6 fins a final del

(10)



La desigualtat de Brunn-Minkowski 195

segle xix. Sembla que trobar-ne una demostracio va ser una de les motivacions
de Brunn, i efectivament, la desigualtat de Brunn-Minkowski proporciona una
demostracié immediata de la desigualtat isoperimétrica. En realitat, es pot dir
gque aquesta darrera n’és un cas particular.

Per veure-ho farem servir una reformulacié de la desigualtat (4), i de pas-
sada podrem apreciar la seva versatilitat. En la literatura la desigualtat de
Brunn-Minkowski es presenta sovint de la manera segiient. Donats dos cossos
compactes A,B a R", per a qualsevol s,t [CRI" tenim

HGA + tB)Y" = sp(A)Y" + tu(B)Y". (11)

Aqui I'observacio pertinent és que la mesura de Lebesgue a R" és una funci6
homogeénia de grau n, és a dir, u(sA) = s"u(A) per as = 0, de manera que la
desigualtat anterior és equivalent a (4).

Observem que, de (11), es dedueix immediatament el teorema de Brunn
sobre la convexitat cap avall de la funcié f(r) = pn—1(A n H )Y D en el seu
suport (si A és un cos convex), ja que, per a qualsevol A [JQ,1] i qualsevolr <s
tal que Ar = (AnH;) i As = (A n Hg) sén no buits, el conjunt AAr + (1 — A)As
esta contingut, per ser A convex, en la seccid Axr+(1-n)s de A. Per tant,

Lidn-1)
Lidin-1)

]
FAr + (1 —=2A)s) = Hn-1 Anr+@1-n)s
1
= Un-1 AAr + (11— A)As
> )\un_l(Ar)ll(n—l) + (1 _ )\)Un—l(As)l/(n_l)
=AF(r)+ (@A —NF(s).

Tornant ara a la desigualtat isoperimeétrica, la seva deducci6 se segueix de
la formulaci6 (11) en quatre ratlles:

H(A+ [B]) — p(A)
[
|
= lim (A + (B, )" ol H(A)
=) ]
= nu(A) "M uE)n.

= = i

De la definicié d’area a (8) i I’'homogeneitat de u, obtenim
. @a+non

B1) =1 ———M(B1) = B1),

$(By) = lim —————p(B1) = nu(B1)

que, inserit a la desigualtat anterior, déna (10) i la caracteritzacio del cas
d’igualtat.

4 La desigualtat de Prékopa-Leindler

L’expressio (11) permet obtenir una versio de la desigualtat de Brunn-Minkowski
en la qual no hi apareix la dimensié. Per la desigualtat aritmeticogeométrica
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amb pesos (que es dedueix de la convexitat de la funcié exponencial de la
mateixa manera que hem exposat abans), tenim

A = NRA)Y + ApB)Y" = p(AYM u(B)EM/N,
Inserint aquesta desigualtat en la de Brunn-Minkowski, obtenim
HOA + (1= N)B) = pu(A) u(B) . (12)

La desigualtat de Prékopa-Leindler tradueix la desigualtat anterior de la geome-
tria a I'analisi. Per fer-ho només cal pensar que la mesura d’un conjunt és la
integral de la seva funcio caracteristica respecte de la mesura. Si h = 1ya+1-a)B.
f =1, i g = 1p, on 1x és la funcié caracteristica d’'un conjunt mesurable
X [RT, aleshores (12) es pot escriure com

- mmy GO Gy

hdu = f du gdu .

R RN RN

Arribats en aquest punt només hi ha un pas per preguntar-se si es pot formular
una desigualtat analoga valida per a funcions més generals que les funcions
caracteristiques. Una generalitzacié en aquesta direcci6 és el teorema segiient:

Teorema 3 (Desigualtat de Prékopa-Leindler). Siguin h, ¥ i g funcions in-
tegrables a R" a valors reals i no negatives. Si per a 0 < A < 1 se satisfa

] -
h A+ (1L -Ny =F) gy) ™ (13)

per a qualsevol x,y [RI', aleshores

- M FraEm| G,

hduy = f du gdu . (14)

R Rn Rn

Certament, les funcions indicadores h,f i g de AA+ (1 —A)B, Ai B res-
pectivament, satisfan la condicié del teorema, ja que la part de I'esquerra
de la desigualtat (13) val 1 si i només si x [CA iy [Bl ien aquest cas
At (L =Ny [2RA+(1—AN)B, que és condicio necessaria i suficient perque
h Ax+ (1—A)y valgui 1. Altrament, la part dreta de (13) val zero i la desigual-
tat se satisfa trivialment. Per tant, el teorema 3 és certament una generalitzacio
de la versi6 (12) de la desigualtat de Brunn-Minkowski.

Pot semblar curids recordar aqui la desigualtat de Holder que, seguint amb
la mateixa notacio, diu

-] Crm GO u

g du < fdy gdy

R RN RN

sempre que les integrals involucrades estiguin ben definides. El que sorpren
és que la desigualtat de Holder va en sentit contrari a la de Prékopa-Leindler.
Hi ha d’haver, doncs, un element addicional a aquesta darrera, precisament la
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condici6 (13) per la qual h ha d’estar minorada pel valor mitja geometric de f i
g (amb pes A).

A més de ser una generalitzacié natural i important de la desigualtat de
Brunn-Minkowski, la desigualtat de Prékopa-Leindler és una eina molt Gtil per a
les aplicacions, alguna de les quals es menciona a la seccié 9. Acabem aquesta
seccio donant una prova elemental de la desigualtat en dimensiéo n = 1, com
s’exposa a Gardner [24, secci6 7]. La idea central de la demostraci6 consisteix a
parametritzar les integrals pel volum. En el cas de dimensi6 1, si

1 1
a= TFTX)dx, i b= g(x)dx,
R R

aleshores es defineixen o, 3: (0,1) - R com els valors més petits pels quals

1 Laley 1 Lato
a f(xX)dx = 5 g(x)dx =t. (15)

Les funcions a i B s6n estrictament creixents i, per tant, son diferenciables
gairebé per tot. Derivant a les igualtats (15) obtenim

1 [ [ 1 OO 1

Sfam a'(h =g B =1 (16)

D’altra banda, definim

y(®) = Aa(t) + (1 - AN)B(),

i fem servir la desigualtat aritmeticogeometrica per afitar inferiorment la seva
derivada,

yHt) = Aa'tr) + - ABHt) = a ) )t 17)

Finalment, fent el canvi de variables x = y(t) a la integral de h, i fent servir
la desigualtat (17) per a y5'la identitat (16) per ai B5i la hipotesi (13) del
teorema sobre h, tenim

] ==
h(x)dx = h y(@) y*t)dt
R
(de (13)i(17) = f %I(t) I7‘_“|g %I(t) IlLAor?t)ﬁﬁt)H dt
0
e e e R == N 0 Lo

(de (16)) = o T a(t) "g B() f at) g B() dt
M Fannl Li\
=a’bl= (%) dx g(x)dx ,
R R

que completa la demostracié de la desigualtat.
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5 Una versio6 discreta de la desigualtat de Brunn-Minkowski

Tenir en compte una idea matematica des de les perspectives continua, d’'una
banda, i discreta, de I'altra, déna sovint una comprensiéo més completa de la
naturalesa d’aquesta idea. Hi ha dos aspectes de la discretitzaci6 de la idea
matematica que hi ha darrere de la desigualtat de Brunn-Minkowski. Podem
considerar conjunts finits, en lloc de conjunts compactes n-dimensionals, a R",
i podem considerar també espais ambient discrets, en especial espais vectorials
sobre cossos finits.

En qualsevol cas, la mesura d’un conjunt finit és ara simplement el seu
cardinal, i la questié que ens plantegem és donar una cota inferior per al
cardinal de la suma A + B de dos conjunts A i B en termes dels cardinals dels
dos conjunts sumands. Com diu Imre Ruzsa [56, cap. 5], «Essent la mesura un
concepte més sofisticat que el cardinal de conjunts finits, els resultats solen ser
més simples i les proves, sovint, més facils en el cas continu que en el discret».

Analitzem primer la questi6 en el cas que I'espai ambient sigui un espai
vectorial n-dimensional sobre un cos finit. Denotem per Fq el cos finit de q
elements, on g és una poténcia d’'un nombre primer (els cossos de Galois, que
s6n Unics per a cada ordre i existeixen només per a ordres que son potéencies de
nombres primers). L’estructura geométrica (o topologica) dels espais vectorials
sobre cossos finits té analogies i diferéncies significatives en relaciéo amb la
dels espais euclidians, i no és previsible que els resultats es tradueixin d’'una
situacio a I'altra directament.

El cas més simple és el de Fp, on p és ara un nombre primer, pel qual un
analeg a la desigualtat de Brunn-Minkowski (que per al cas unidimensional és
forga Obvia) és el segient teorema de Cauchy [12], redescobert per Davenport
[13] el 1935.

Teorema 4 (Cauchy-Davenport). Donats dos conjunts A, B [EJ} se satisfa
|A+B|=min{|A| +|B] — 1,p}.

A més,si |A],|B] > 1i|A]+|B]|—1<p —1, sesatisfa la igualtat si i només si A
i B sOn progressions aritmetiques amb la mateixa diferencia.

Aquesta versio discreta és completament parallela a la desigualtat de Brunn-
Minkowski. Hi intervenen, pero, alguns elements que ens recorden la naturalesa
discreta i finita de I’entorn. D’'una banda, I'aparicié de —1 en la desigualtat (que
no apareix en la desigualtat de Brunn-Minkowski unidimensional) i la considera-
cio dels efectes de vora: A + B no pot ser mai més gran que tot el cos Fp.

D’altra banda, el cas d’igualtat també esta caracteritzat, i es dona també
en el cas que tots dos conjunts tenen estructura (podriem interpretar que sén
conjunts convexos en el sentit que son equivalents a intervals) i aquesta estruc-
tura ha de ser compartida pels dos conjunts: son progressions aritmetiques de
la mateixa diferencia. Observem també que, si min{|A], |B|} = 1, la igualtat se
satisfa trivialment sense que hi hagi cap estructura aritmetica especial. En el
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Figura 5: Harold Davenport (1907-1969) fou seguidor de la tradici6 de
Hardy i Littlewood en la teoria de nombres a Anglaterra, i president de
la Societat Matematica de Londres entre 1957 i 1959. Va descobrir la
desigualtat que porta el seu nom i es va adonar després que ja havia
estat descoberta per Cauchy. La desigualtat de Cauchy-Davenport és
el punt de partida d’una area rica i diversa que ha atret I'atenci6 de
matematics de primera fila fins als nostres dies, i que ha estat batejada
per Terry Tao i Van Vu, en la seva monografia recent [64], amb el nom
de combinatoria additiva.

casque |A+B| = |A|+|B|—1=p obé |A+B| =|A|+|B]|—1=p—1, apareixen
altres casos d’igualtat en qué A i B tampoc no tenen estructura aritmetica.

Hi ha diverses demostracions del teorema de Cauchy-Davenport que, a dife-
réncia de I'enunciat analeg per als enters (que el lector pot provar sense cap
dificultat), no és trivial. Hamidoune [30], un matematic originari de Mauritania
recentment desaparegut, va concebre una manera d’analitzar el problema que
esta connectada amb el problema isoperimétric classic. Aquesta aproximacio és
valida per a qualsevol grup abelia G i per a molts problemes en combinatoria
additiva. Fixat un conjunt B [CG, considerem la funcié que a cada conjunt
X [Glli fa correspondre

X = (X +B) \ X.

Aquesta definicio es pot interpretar com la versid discreta de la definicié de
Minkowski per a I'area d’'un cos convex (8), i en aquest context anomenem dg X
la vora de X respecte de B, de manera que |0gX| es correspon amb I'area de X
(relativa a B).

L'aspecte geometric de la definicié s’entén millor en el context dels grafs
de Cayley. Donat un grup abelia G i un subconjunt B Gl el graf de Cayley
Cay(G, B) té per vertexs els elements del grup i {X,y} és una aresta del graf si i
només si X —y [BI[=B. Dit d’'una altra manera, un vertex x és adjacent a tots
els vértexs de la forma x +b, b [BIC=B. A aquests grafs (als grafs en general)
es pot definir una distancia d(x, y) com la llargada del cami més curt que uneix
x amb y al graf, on la llargada d’'un cami és el nombre d’arestes que travessa.
No és dificil comprovar que aix0 és efectivament una distancia que déna una
estructura d’espai métric als grafs. Per al cas dels grafs de Cayley Cay(G, B), en
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els quals el mateix grup G actua com a grup de simetries transitiu per translacio,
es pot definir també una norma com |x| = d(x, 0). Amb aquesta terminologia,
la vora d’un conjunt A és el conjunt de vertexs a distancia exactament 1 d’algun
vertex de A. A més, d’acord amb la definicio,

|A+B|=]|A| + |0s8A].

Una propietat basica que satisfa I'operador vora d(-) és la submodularitat:
per a dos conjunts qualssevol X,Y [GI]

[0s(X CY)| + [0s(X nY)| =< |0 X]| +|0BY|.

Aquesta desigualtat és facil de comprovar i s’illustra en la figura 6.

Figura 6: IHustraci6 de la submodularitat: les fletxes indiquen suma
amb algun element de B. Els punts buits estana d(X nY)iadX o 0dY.
Els punts plens estan a 0(X [Y) iaodX o 0dY (o a tots dos), i els punts
plens i arrodonits estan a tots quatre conjunts de la desigualtat.

Per provar la desigualtat de Cauchy-Davenport, suposem sense péerdua de
generalitat que 0 [CAln B (recordem que el cardinal de A + B és invariant per
translacid) i fixem un dels dos conjunts, diguem B. No és dificil veure que, si
|A]+|B| > p, aleshores A+B = F. Podem suposar, doncs, que |A|+[B]|—-1<p
(altrament ja hem acabat), cosa que indica que |0g(A)| = |A+B|—|A| < |B|—1.
Ara diem que

K(B) = min{]osX]: X [EF3, X # LXH B # Fp},

de manera que K(B) < |0s(A)| < |B] —1. Considerem la familia U dels conjunts
U [EJ de cardinal més petit que tenen aquesta vora minima k(B):

|9sU| = k(B), U

Observem que, per definicié, U és no buit i que, si U [, aleshores tots els
traslladats U + x també pertanyen a U. D’altra banda, per la submodularitat
de I'operador vora, si U, U™ aleshores

[0s(U nUY] < |ou| + [oUuY—|o(U CUD]| =2k (B) — |o(U CUD| < k(B). (18)
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Per a la darrera desigualtat a (18) s’ha de comprovar que U [CUI% Fp (compro-
vacié que s’ha omeés) i que, per tant, |0z (U [CUD| = k(B). Per la minimalitat de
[U] = JUY, la desigualtat (18) només es pot complir si,

obé U=UY obé Unu™™

Prenent ara UM= U + x amb x # 0, no pot passar que U = U + X, ja que
aleshores tindriemU =U +x = U +2x = - - -, fet que ens condueix a U = Fp,
cosa que contradiu la definicié de U. Per tant, hade ser (x +U) n U = [peér a
cada X. Aix0 només pot passar si |U| = 1: si U conté dos elements diferents
u, u”aleshores u [CUH+ (u—uYn U. Ara, si |U| = 1, aleshores trivialment
K(B) = |U +B|—|U| = |B] — 1, amb la qual cosa contradiem la hipotesi que
K(B) < |B| — 1. Aix0 completa la demostracié de la desigualtat.

La caracteritzacio del cas d’igualtat es pot fer amb un argument basat en la
mateixa técnica, pero és més complex. En realitat, el cas d’igualtat no va ser
demostrat fins al 1955, per Vosper [65].

Figura 7: Yahya Ould Hamidoune (1947-2011) va néixer a Mauritania
i va obtenir el doctorat a la Universitat Paris 6, on va treballar com a
membre del CNRS fins a la seva mort, aguest mateix any. Va ser un dels
actors destacats en I'’emergéncia de la combinatoria additiva, per a la
qual va desenvolupar I'anomenat metode isoperimétric que es descriu
en el text. Visitava Barcelona sovint i mantenia una intensa collaboracio
amb matematics catalans.

Si canviem Fp, per Fq amb g = p", n = 1, apareixen de sobte noves dificul-
tats que fan dificil obtenir versions generals completament satisfactories de
la desigualtat de Brunn-Minkowski. EI motiu més aparent és que si A és un
subespai i B és una unid de traslladats d’aquest subespai, tenim A+B =B i
I'Gnica desigualtat general que podem escriure és

|A+B| =max{|Al, B[},

que no és gaire util. Martin Kneser [38] va obtenir una desigualtat general
que captura aquest fenomen tot estenent la desigualtat de Cauchy-Davenport.
La desigualtat de Kneser, valida de fet a qualsevol grup abelia, diu que si
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|A+B| <|A|] +|B| —1, aleshores A + B ha de ser la uni6 de traslladats d’algun
subgrup Hi,amés, |JA+B|=|A+H|+|B+H|—|H].

Teorema 5 (Kneser). Sigui G un grup abeliai A,B [GISi |A+B| < |A|+|B|—1,
aleshores hi haun subgrupH <Gtalque A+B+H =A+Bi

|[A+B|=|A+H|+|B+H]|—|H]

Com que els Unics subgrups del grup additiu de Fy son trivials, la desigualtat
de Kneser estén la de Cauchy-Davenport. A més, en les condicions del teorema,
posant AY= A+ H i Bm=B + H es veu que la desigualtat és justa. Fent servir el
teorema de Kneser, Eliahou, Kervaire i Plagne [16] van obtenir una desigualtat
(que també es pot formular per a qualsevol grup abelia finit) que és justa per a
qualsevol parell de cardinals a = |A] i b = |B].

Teorema 6 (Eliahou, Kervaire, Plagne). Sigui G un grup abelia finit d’ordre

n, i A,B [G] aleshores,
1 1 1
A R
A+Bl=zmin — + — -1 d.
| | din d d
A més, per a cada a,b = n hi ha dos conjunts A i B de cardinals a i b pels quals
val la igualtat.

Aix0 completa la versi6 discreta de la desigualtat de Brunn-Minkowski en
espais vectorials sobre cossos finits (0 sobre grups finits), llevat que no hi
ha una caracteritzacié completa del cas d’igualtat. Pel que fa a la desigualtat
isoperimétrica, pero, I’'analogia amb el cas continu es pot portar més lluny.

6 La desigualtat isoperimeétrica en espais discrets

Un exemple especialment important d’espai vectorial finit és el que es cons-
trueix sobre el cos de dos elements F,. Un dels motius és que els elements
de F} es poden interpretar com a vectors caracteristics de subconjunts de
[n] ={1,2,...,n}. En la correspondeéencia biunivoca entre subconjunts de [Nn] i
vectors de F}, que associa a cada subconjunt X [[m] el vector X = (Xq, ..., Xn),
on Xj = 1sii [Xli xj = 0 altrament, la diferéncia simétrica de conjunts es
correspon amb la suma dels seus vectors caracteristics. Una part substancial
de les preguntes que es formulen sobre families de conjunts d’un conjunt finit
es poden expressar de manera eficient en termes de propietats de conjunts de
vectors a F5. Aixo, entre moltes altres raons, fa que I'espai F5 sigui un objecte
central d’estudi. En particular, si es pren una base canonica E = {e;,...,en}a
F5, on e;j és el vector que té un 1 a la i-ésima coordenada i zero a les altres,
el graf que té per vertexs els vectors de F5 i per arestes els parells X,y que
difereixen només en una coordenada, és I'anomenat n-cub (o hipercub de di-
mensid n). En altres paraules, el n-cub és el graf de Cayley del grup additiu de
FS respecte de la base canonica E, Cay(Z5, E).
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En el cas del n-cub, la distancia associada al graf de Cayley Cay(Z3,E)
s’anomena distancia de Hamming: per a X = (X1,...,Xp) iy = (Y1,.--,¥Yn),

dix,y)=|{i 3,...,n}: X; #VYi}.

D’aquesta manera s’obté un analeg discret natural de I’espai euclidia, que és
I'espai ambient on es formulen una gran quantitat de problemes de la mate-
matica discreta. En la figura 8 hi ha dibuixats els cubs de dimensionsn =1,2,3
de manera que es ressalta la seva interpretacié com a reticle boolea, el diagrama
de Hasse de I'ordre parcial a la familia de subconjunts d’un conjunt finit donat
per la inclusio.

111

10 01

100 o1 001

000
Figura 8: Els reticles booleans de dimensions n = 1,2, 3.

Seguint la notacio anterior, denotem la vora d’un conjunt A [EJ per
0A = (A+E)\A,

on E = {e1,...,en} (aqui ometem el subindex a dg). Com que E és també la
bola de radi 1 centrada a I'origen del n-cub, queda clara I'analogia discreta amb
la definicié de Minkowski d’area d’un cos convex a R", llevat que en el context
discret I'operador vora s’aplica a tots els subconjunts de F5.

La pregunta isoperimeétrica és ara: quina és la vora més petita d’'un conjunt
de mida donada a F5? Aquesta pregunta es va formularefiginalment en el

c&ﬁxt de la teoria extremal de conjunts. Escrivim com I% Iﬁ familia dels
E subconjunts de mida k a [n]. DonadEnElamilia A ljf(] , la seva ombra

superior [CA#s la familia de conjunts a ,Ef:]l que contenen algun subconjunt
de A. Quin és el nombre minim de subconjunts a [CAper a una familia A de
cardinal donat?

La resposta a aquesta pregunta és el teorema de Kruskal-Katona [39, 35],
que-gl¢naga una solucid eficient i constructiva: hi ha una ordenacio dels conjunts
a [E] de manera que els t primers conjunts d’aquest ordre minimitzen la
mida de I'ombra superior entre totes les families de mida t. Es a dir, si I és el

segment inicial de llargada t en aquest ordre,
C1 1

| CIP< | CAper a tot A I:[E] amb |A] =t.
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L’ordenaci6 en questid és una variacio de I'ordre lexicografic habitual que
s’anomena ordre colex invers, j-gye-denotarem per [Hn aquesta ordenacio,
dos conjunts diferents X,Y l:EQ] satisfan X [Ylsi i només si

max(XAY) CX]

on A denota la diferéncia simetrica de conjunts (en I'ordre lexicografic habitual,
¥X¢gpenor que Y sii només si min(XAY) [X). Per exemple, els conjunts de

[g] en l'ordre colex invers so6n
345 [245 [145 235 135 125 [234 (134 (124 [123.

Figura 9: Gyula Katona (1941) va néixer a Budapest. Va ser director
de I'Institut de Matematiques Alfred Rényi de Budapest (1996-2006), i
és president de la Societat Matematica Hongaresa Janos Bolyai des de
2006. Va provar el teorema que porta el seu nom el 1968, i va descobrir
que el resultat havia estat provat pocs anys abans per Kruskal. Amant
de la filologia, coneix els rudiments de més d’una trentena de llengues,
entre les quals el catala. A la celebraci6 del seu setante aniversari, el
setembre de 2011, els seus companys hongaresos el van obsequiar amb
la lectura de la traduccié catalana d’un dels dialegs de Rényi, que van
apareixer en aquest Butlleti [51].

La identificacio de les families optimes per al problema extremal de minimit-
zaci6 de I'ombra superior d’'una familia de k-subconjunts proporciona també el
valor exacte d’aquest minim. Per a aix0 es fa servir I'anomenada representacio
k-binomial d’un nombre natural. Fixat k, cada natural t es pot escriure de

manera unica com
It:IIII . 1 It:IIII
t= Ir + kk—ll +--+ etz =j21
C10C1
Aleshores, per a cada familia A Ijﬂ] de mida t, se satisfa
1 C 11 1 1 [
L% k-1 t;

|E||2 + + -+
| k+1 k j+1
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I I
i hi ha igualtat si A és la familia dels primers t conjunts de [E] en I'ordre
colex invers.
Poc després de I'aparicio del teorema de Kruskal-Katona, Harper [31] va obte-
nir la solucié completa del problema isoperimétric al n-cub. Per aixo va estendre

I'ordre colex invers a tot el n-cub, extensi6é que denotarem amb =, definint,
perax,y [FJ,

<] <lyl. o
X=phy [} .
X[ =lylix [
Aqui |x| denota la distancia de x a I'origen, és a dir, el nombre d’unsra;x—
Si |[X] = |y|, aleshores x i y sén vectors caracteristics de conjunts de [L‘] ,

k = |x|, i es poden comparar en l'ordre colex invers. L’ordre <, s’anomena
ordre lex-simplicial.

Teorema 7 (Harper). Per a cada natural t = 2" denotem per I; el segment
inicial dels t primers vectors en I'ordre lex-simplicial de FJ. Per a qualsevol
conjunt A [CEJ de mida t se satisfa

[0A] = [91¢].
N N I I [
Amés,sit= | + M +...+ [ hihaigualtatsiinoméssi A= I.

Una caracteristica fonamental de I'ordre lex-simplicial a F5' és que, per a
qualsevol segment inicial I, el conjunt It [dlk és també un segment inicial de
I'ordre. En particular, les boles

L1 (I
Br(0) ={y CEJ: d(0,y) <r}=Br-1(0) LdIB1(0) ,

sOn segments inicials i tenen la vora més petita entre tots els conjunts del

mateix cardinal. La darrera part del teoremagdgHagperrestableixapmgs, que
R - n n n A

les boles B (0) (que tenen justament mida |, + ,_, +---+ ., )sonels

Unics conjunts amb vora minima entre els conjunts de la seva mateixa mida.

Obtenim, doncs, un enunciat analeg a la desigualtat isoperimétrica en espais

euclidians: (- 11
Per a cada conjunt A [FJ de midat= ;_, r: se satisfa
—
YR,
- k+1

A més, val la igualtat si i només si A és una bola de radi k en la distancia de
Hamming.

La caracteritzacié completa del cas d’igualtat en el teorema de Harper per
a conjunts de cardinal diferent al d’una bola és un problema més complex,
i en general es perd la unicitat. Fins i tot hi ha casos relativament sorprenents
en els quals hi ha conjunts amb la mateixa mida de vora que un conjunt inicial
i que son unio de dues boles disjuntes; vegeu Bezrukov [2].
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El métode de demostracio de Harper s’inspirava en el procés de simetritzacio
que Steiner havia usat per resoldre el problema isoperimeétric classic. Hi ha
diverses demostracions de la desigualtat isoperimétrica al n-cub, com la de
Frankl i Furedi [17], Katona [36] o Bezrukov i I'autor [3].

Aquesta darrera demostracio té I'avantatge que expressa una propietat
general dels grafs que es poden escriure com a producte cartesia, i estén aixi
la desigualtat isoperimétrica a una gran diversitat de casos. Per enunciar el
teorema en el qual es basa, oblidem per un moment el context algebraic i
considerem un graf abstracte I = (V,E), és a dir, un conjunt V de vértexs i un
conjunt E d’arestes (parells no ordenats de vértexs). El producte cartesia T x ™
de dos grafs T = (V,E) i TP= (VEED té per conjunt de vértexs el producte
cartesia V x V5i el conjunt d’arestes els parells {(x, xY, (y,y D} pels quals
una de les coordenades és fixa, x = y o x™= y i l'altra és adjacent en el
graf corresponent, {x5y3 [CEio {x,y} [Elrespectivament. Per exemple,
si Ky denota el graf amb dos vértexs i una aresta, el cub de dimensi6é 1 a la
figura 8, aleshores el cub de dimensi6 2 és Ky x Ky i el cub de dimensié n és

n
La definicié d'ordre lex-simplicial que s’ha donat a F) es pot estendre

a les poténcies " = <> I'I:pl’un graf qualsevol de la manera seglent.

n
Considerem una ordenacié [dels vertexs de I i diem O [Vlel minim d’aquest

ordre. L'ordre simplicial de I induit per &3
1
Lado, x) <d(0,y), o
0,x) =d(0,y) i x vl
Aquesta definici6 es pot estendre al'"™ com
1
Lddo,x) <d(0,y), o
0,x)=d(0.,y) ix LY,

on ara X,y [M", les distancies es prenen a '" i I'ordre [,_h les esferes

X=1yY

X<ny

centrades a 0 = (0,...,0) de I'" es defineix com un ordre colex invers: si
X =(X1,...,Xn) iy =(¥Y1,...,¥Yn), aleshores
1
X=Yy, O
x Ly L1

Vi X}, j = max{i: x; Zyi}.

En general, diem que una ordenaci6 < dels vértexs d’un graf I' és isoperimeé-
trica si satisfa les dues condicions de I'ordre lex-simplicial al n-cub:

1. Per acada A [Vlde mida t, |0A| = |dl¢|, on I; és el segment inicial de
mida t en I'ordre <.

2. Per a cada segment inicial I, el conjunt Iy [dl és també un segment
inicial.
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Amb aquesta notaci6 es pot enunciar el resultat principal de [3].

Teorema 8 (Principi local-global). Sigui [Cuha ordenacio dels vértexs d’un
graf = (V,E) isigui O un vertex de V. L’ordre lex-simplicial <, induit per Ci0
és isoperimetrical™, n=1,siinoméssihoésar i rz,

Amb aquest resultat general es pot obtenir facilment la desigualtat isoperi-
metrica al n-cub, simplement observant que I'ordenacié 0 [Tlés obviament
isoperimétrica a K, i que I'ordre lex-simplicial induit al graf de quatre vértexs
Kz x Ky també és isoperimeétric.

Observem que, per la propietat 2, si I'ordre lex-simplicial a "™ és isoperi-
metric, aleshores les boles s6n conjunts que minimitzen la mida de la vora.
Una aplicaci6 del teorema prova que aquest és el cas per al tor n-dimensional
Tom = Cay(Z5.E) (on E denota com sempre un conjunt canonic de genera-
dors), de manera que una altra vegada, les boles sén els conjunts de vora
més petita a Tom, un resultat inicialment provat per Bollobéas i Leader [7],
Karachanjan [34] i Riordan [52].

En canvi, no és dificil comprovar que en els espais vectorials Fg, (sempre
respecte d’un conjunt canonic de generadors) el teorema ddna una resposta
negativa si g és una poténcia d’'un primer senar. Tot i que a Fq I'ordenacio
natural déna un ordre isoperimétric (justament la que fan servir Eliahou,
Kervaire i Plagne a la prova del teorema 6), es pot veure que a Fg no hi cap ordre
isoperimétric. L’exemple més senzill és a F3 i esta dibuixat en la figura 10. De
fet, es pot comprovar que no sempre les boles son els conjunts que minimitzen
la vora. Aquest fet illustra I’'abast de les analogies entre versions discretes i
continues d’un mateix fenomen i com, en general, les versions discretes solen
amagar més sorpreses.

Figura 10: A F3 el conjunt extremal de mida 4 no és un subconjunt de la
bola de radi 1 (de mida 5): tots els subconjunts de mida 4 de la bola de
radi 1 tenen vora més gran. En la figura, els punts del conjunt extremal
de mida 4 estan en color fosc, i els de la seva vora, en color clar.

7 La desigualtat de Brunn-Minkowski en el reticle d’enters

Com s’ha comentat abans, una manera de discretitzar la desigualtat de Brunn-
Minkowski és conservar I'espai ambient R"™ perd considerar només conjunts
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finits. Un argument d’Imre Ruzsa [54] prova aleshores que I'obtencié d’una fita
inferior del cardinal de la suma de dos conjunts finits A + B es pot reduir a
considerar subconjunts del reticle enter Z". Ens ocupem, doncs, de trobar fites
inferiors per al cardinal de la suma A + B de dos conjunts finits a Z" en termes
dels cardinals dels sumands A i B. Per evitar casos trivials suposarem sempre
que min{|A|, |B|} = 2.
El cas unidimensional és ben elemental: donats dos conjunts d’enters A,B [1
Z, sempre tenim
|IA+B|=|A|+|B|—1,

i val la igualtat si i només si A i B sOn progressions aritmétiques de la mateixa
diferéncia. Per obtenir, doncs, una desigualtat significativa en dimensié n, cal
demanar (com en la desigualtat de Brunn-Minkowski) que A i B siguin conjunts
n-dimensionals, és a dir, que no estiguin continguts en cap hiperpla (traslladat
d’un subgrup isomorf a Z"1). El primer resultat en aquesta direccio és la
desigualtat seguent de Gregory Freiman [18]:
I [
n+1

IA+Al=(n+1)|A|— 5

(19)

Observem que a la desigualtat de Brunn-Minkowski amb A = B obtenim
H(A+A) = p(2A) = 2"u(A),

(que, de fet, es desprén de I’'homogeneitat de la mesura: en el cas continu,
2A=A+ A =2-A). En els dos casos s’obté una fita lineal en la mesura de A,
pero la fita de (19) és molt més petita. El motiu és que un conjunt de Z" pot ser
n-dimensional i mantenir una bona part de la seva mesura en dimensio 1 (en el
cas continu una part d’'un conjunt que no sigui Nn-dimensional no contribueix a
la seva mesura). Un altre motiu més contundent és que la desigualtat (19) és
justa: prenent A el conjunt

Lam ={0,e1,2e1,...,(M—n)eq,e2,...,en},

format per una llarga progressi6 aritmetica sobre una dimensio i un simplex,
es dona la igualtat a (19), fet que s’illustra en la figura 11.

Una manera de fer reapareixer la constant 2" és la versi6 segient de la
desigualtat de Ben Green i Terry Tao a [26].

Teorema 9 (Green i Tao). Sigui A un conjunt contingut en el cub [1,L4] =
- % [1,Ln]. Aleshores

1 1
IA+A|=2"IA]+ @Li—1)—-2 L.
i=1 i=1
En particular, siL =L; = - - - = L, tenim |2 - A| = 2"|A] — n(2L)" ! de

manera que, per a un subconjunt de mida |A| = cL", ¢ > 0, contingut en un
cub [1,L]", tenim |A + A] aproximadament igual a 2"|A|.
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Figura 11: Cas extremal de la desigualtat (19) a Z3. Els punts negres son
de A =Lgzgs, i els grisos de 2A\ A.

Ruzsa [54] va obtenir una extensio de la desigualtat (19) a dos conjunts
diferents, que va ser formulada després d’'una manera més illustrativa per
Gardner i Gronchi [25] . El resultat de Gardner i Gronchi esta en I’'esperit de les
ordenacions isoperimetriques i la idea inicial de Brunn sobre la compressio.
Qualitativament, el resultat que van obtenir diu que el cardinal |A + B| de la
suma de dos conjunts al reticle enter Z" es minimitza quan A és un conjunt
Lnm i B aproxima el més possible un simplex. Més precisament, fixat un
cardinal b = |B|, defineixen una ordenacié semblant a la lex-simplicial que s’ha
discutit a la seccié 6, pero ara amb

Xl = x1 + X + + X
b b-n 2 n»

de manera que 1
3 %lb <lyl o
X=pyYy .
b =1ylpix 3
on [€$ l'ordre colex invers, és a dir, X [CM Si Xj = Yj i Xj+s = Yj+s, S =

1,...,n—j per aalgun j. Diem Ik el conjunt dels k vectors més petits amb
coordenades no negatives en aquest ordre. Per a k = b s’obté el conjunt L, 5.

Teorema 10 (Gardner i Gronchi). Siguin A,B [ZI' amb cardinals a = |A],
b = |B] i dim(B) = n. Aleshores,

IA+B|=[la+ bl

Les idees de compressio i ordenacio que estan darrere de la prova d’aquest
resultat es poden trobar ja a Freiman [18] i Bollobés i Leader [8]. Gardner i
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Figura 12: Grygory Freiman, nascut a la Unié Soviética i emigrat a Israel,
on viu actualment, va iniciar un estudi sistematic de problemes inversos
en teoria additiva que va pubicar en una llarga série d’articles amb
aquest nom. El que es coneix com a teorema de Freiman diu que un
conjunt que sumat amb si mateix no déna més que un creixement lineal
de la seva mida, té una estructura proxima a la suma d’'un nombre
afitat de progressions aritmétiques. Aquest resultat li ha merescut un
reconeixement universal.

Gronchi donen també una férmula explicita per a |l + Ip]|. En particular en
dedueixen una versi6 discreta de la desigualtat de Brunn-Minkowski que és
justa si només es té en compte el cardinal i la dimensio:

Teorema 11 (Gardner i Gronchi). Siguin A,B [ZI' amb cardinals a = |A],
b = |B] i dim(B) = n. Aleshores,

_ ., G
|A+B|1’“2|A|1’”+H—Bl'nln .

Observem que prenent B el simplex n-dimensional, B = {0,es,...,en}
tenim

[0A] = |A+B| —|A]

on 0A és la definicié estandard de vora d’un conjunt A al reticle dels enters
(és a dir, la vora al graf de Cayley Cay(Z",B)). En aquestcas,b=n+1i |Vv|p
coincideix amb la norma usual |V| = v1+- - - +Vp, (per a vectors de coordenades
positives). Segons el teorema 10 obtenim una versié a Z" del resultat de Harper
sobre la minimalitat de la vora de segments inicials de I'ordre lex-simplicial.
En particular, les boles minimitzen la mida de la vora entre els conjunts del
mateix cardinal. Ambdés resultats eren coneguts per a Z" (Wang i Wang [66]),
es poden deduir del resultat analeg per al tor que s’ha vist a la secci6 anterior i,
en una versioé particular, havien estat utilitzats per Macaulay [44] el 1927, en
les seves investigacions sobre ideals en anells.
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8 La desigualtat de Bonnesen

La desigualtat de Gardner i Gronchi del teorema 10 és, potser, la versio discreta
més propera a la desigualtat de Brunn-Minkowski. La naturalesa dels conjunts
extremals, pero, s’assembla molt més a la de conjunts unidimensionals que
no pas n-dimensionals. Aquesta particularitat ja era present en la versié sime-
trica del resultat del teorema 19 de Freiman, i ha dut a explorar altres versions
de la desigualtat més sensibles a I’estructura dels conjunts.

Un primer resultat en aquesta direcci6 és degut a Freiman. Recordem que la
desigualtat de Brunn-Minkowski per a A =B [RI' déna p(A+A) = 2"u(A). Un
teorema de Freiman [18] diu que, si |A + A| < c|A] amb A [ZT finitic < 2",
aleshores A esta contingut en un reduit nombre d’hiperplans.

Recentment, Freiman, Grynkiewicz, Stanchescu i I'autor [21, 22, 23] han
estat explorant versions asimétriques (per a dos conjunts diferents) del resultat
anterior, acompanyades de desigualtats del tipus Brunn-Minkowski que estan
inspirades en les anomenades desigualtats de Bonnesen [5] (vegeu també el
recull de Robert Osserman [50]). La motivacid per a aquestes desigualtats era
obtenir refinaments de la desigualtat isoperimétrica classica. Per exemple, per
a una corba rectificable de Jordan al pla amb llargada L que tanca una area A i
radi interior p (el radi maxim d’un cercle contingut a la regié tancada per la
corba), es té

L2 —4mA = (L — 21p)2. (20)

Si la corba és una circumferéncia, s’obté la igualtat en la desigualtat isoperi-
meétrica classica al pla, que diu només que L? — 41t A = 0. Bonnesen va obtenir
la desigualtat (20) per a corbes convexes, i la seva extensi6 a corbes generals
no va poder ser abordada fins a I'Gs de métodes de la geometria integral per
Santal6 (vegeu per exemple Blashke [4] o Santal6 [57]).

En dimensi6 arbitraria, Bonnesen va provar un refinament de la desigualtat
de Brunn-Minkowski en el qual es pot fer intervenir la mesura de la projeccio
sobre un hiperpla donat.

Teorema 12 (Bonnesen).Siguip-A\, B dos corppactgsa R". Sigui H un hiperpla
i denotem per a = pp—1 TT(A) ib = pgn—1 TT(B) , on : R" - H denota la
projecci6 sobre un hiperpla H, i Ay = 1t (A). Aleshores,

(| |:_|_l|:| 1
H(A+B) = ani +bnt %+% .

(21)

A més de ser sempre una desigualtat millor que la de Brunn-Minkowski,
llevat és clar dels casos d’igualtat, la desigualtat de Bonnesen té un significat
geomeétric natural. La grandaria de A + B es relaciona amb la de les projeccions
en un hiperpla i del valor mitja de la mesura n-dimensional sobre aquestes
projeccions. La desigualtat és, doncs, sensible a la desviaci6 dels compactes
respecte de les boles. A [22] es d6na una prova directa de (12) que permet
identificar els casos d’igualtat. El cas discret, pero, resulta més complex i els
casos extremals tenen una estructura més diversa. Per al cas de dimensié dos
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la desigualtat s’enuncia de manera completament parallela a (21), i els casos
d’igualtat estan completament descrits a [21].

Teorema 13. Siguin A, B dos conjunts finits 2-dimensionals a Z2. Siguin m i n el
nombre de rectes paralleles a una recta donada [Cque tallen A i B respectivament.

Aleshores Iﬂl 8| 1
IA+Bl=z=(Mm+n-1) —+-——1 .
m N

La desigualtat (21) s’estén al cas discret en dimensio arbitraria per inducci6
sobre n a partir del teorema anterior, pero el seu enunciat precis s’acompanya
de condicions técniques relacionades amb I'estructura dels conjunts extremals
que fan menys transparent el seu enunciat [23], pero donen un refinament de
la versio6 discreta de la desigualtat de Brunn-Minkowski obtinguda per Gardner
i Gronchi (teorema 10) i de la de Green i Tao (teorema 9).

Podriem dir que les desigualtats de tipus Bonnesen son sensibles a la
distancia entre dos conjunts en relacié amb la propietat de ser homotétics.
No ho sén en canvi al grau de no convexitat d’aquests conjunts. En aquesta
direccié acabem mencionant un dels resultats qualitatius de més abast entre
les generalitzacions de la desigualtat de Brunn-Minkowski que déna Ruzsa
[55] i que expressa de la manera seguient. Per a un conjunt finit n-dimensional
B [ZT, Ruzsa defineix la funcié d’impacte de B com

& (M) = min{|A+B|: A [LZT,|A] = m}

de manera que
IA+B| =& (AD.

Sigui conv(B) el convex més petit que conté B (el conjunt de punts dins I’envo-
lupant convexa de B.) Ruzsa prova que

O -
1im E(M)Y" — m¥" = |conv(B)|¥".

Encara que només en forma asimptotica, la igualtat expressa el fet que, per a
conjunts A prou grans, tenim essencialment

|A +B|Y" = |A]Y™ + [conv(B) V",

un refinament significatiu de la desigualtat de Brunn-Minkowski en el qual hi ha
una referéncia quantitativa explicita a la convexitat dels conjunts involucrats.

9 Algunes aplicacions

Desigualtats com la de Brunn-Minkowski, pel seu caracter basic, apareixen
de manera natural en una gran diversitat de problemes, i pot resultar una
mica gratuit descriure’n les aplicacions. Seria, pero, deixar escapgada aquesta
exposicid si no es descriuen, ni que sigui de manera sintética i incompleta,
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alguns dels desenvolupaments matematics que tenen la seva arrel en aquesta
desigualtat i algunes de les aplicacions en les quals hi té un paper clau. Tant els
uns com les altres son el que doéna relleu i profunditat a un resultat matematic.

Com és natural, la connexié més directa de la desigualtat de Brunn-Minkow-
ski és a la mateixa geometria convexa, amb I'analisi de I'’existéncia i el calcul
de nocions ben definides d’area per a objectes convexos, des de politops fins
a objectes definits per funcions poc regulars. Aqui una de les referéncies
obligades és el text ja esmentat de Schneider [58], Convex bodies: The Brunn-
Minkowski theory, que déna una perspectiva molt completa i actualitzada
d’aquest camp.

Una de les contribucions matematiques més reconegudes de Minkowski és
la introduccié de I'anomenada geometria dels nombres, I’estudi de propietats
dels enters des de la perspectiva geometrica. La seva Geometrie der Zahlen
[47], un classic de la historia de les matematiques, conté els seus famosos
teoremes sobre I'existéncia de punts d’un reticle en cossos convexos amb
simetria central que tenen un volum comparable al de la cella fonamental
del reticle. Un text classic que explica els desenvolupaments relacionats amb
aquests resultats i les seves aplicacions a problemes d’aproximacié diofantica,
estudi de formes quadratiques, funcions de representacié o empaquetaments
és Cassels [11]. Un dels problemes abordats per Cassels és el que fa referéncia
a bases additives dels enters, que inclou el problema de Waring (cada enter
es pot escriure com la suma de potencies k-ésimes en un nombre que només
depen de k) o la conjectura de Goldbach (cada nombre parell és suma de dos
nombres primers). L’'interés per aquests problemes additius de la teoria de
nombres va veure un ressorgiment arran de la publicacid, el 1996, de les mono-
grafies de Nathanson [49] sobre la teoria additiva de nombres. En particular,
va contribuir a la popularitzacié del teorema de Freiman sobre I’estructura de
conjunts d’enters amb suma de Minkowski petita, en la prova del qual, donada
per Ruzsa [53], hi intervenen de manera decisiva els teoremes de Minkowski
abans esmentats. Freiman [20] déna una panoramica de les motivacions i els
resultats principals de la teoria al voltant del seu celebrat teorema, i en descriu
multiples aplicacions a la teoria de nombres, la probabilitat, la teoria de la
informacio, la teoria de codis o0 a problemes de programacio entera. A [59]
es fa un recull complementari d’aquestes aplicacions a altres problemes de
la teoria de nombres i la combinatoria. Tao i Vu [64] donen una visié més
actualitzada dels darrers desenvolupaments en aquesta area, que bategen amb
el nom de combinatoria additiva, en la qual I'’estimacié de la mida de la suma
de Minkowski ocupa un lloc central.

Entre les arees en que la teoria de Brunn-Minkowski troba una aplicaci6
natural hi ha la cristallografia i la teoria de superficies minimes. La minimitza-
cio de I'energia derivada de la tensio superficial, per exemple en les bombolles
de sab0, fa que els cristalls en contacte amb el mateix element en estat liquid,
o el liquid en contacte amb el seu vapor, prenguin formes en qué un volum
determinat minimitza la superficie que el tanca. Per a les diferents funcions
que determinen la tensio superficial, aquestes formes s’anomenen de Wulf. Per
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exemple, en les bombolles de sabg, la tensi6 superficial és constant i tendeixen
a la forma esferica, d’acord amb la desigualtat de Brunn-Minkowski. El tracta-
ment genéric d’aquest problema condueix a I'anomenat problema de Minkowski,
que tracta de I'existéncia, regularitat i estabilitat de superficies convexes que
tenen curvatura donada com a funci6 de les seves normals exteriors, i hi ha una
extensa literatura sobre aquest tema; vegeu per exemple Gardner [24, secci6 6]
i les seves referéncies.

La desigualtat de Prékopa-Leindler que s’ha comentat en el text és només el
primer estadi d’una vasta area de I’'analisi funcional que condueix a una constel-
lacioé de desigualtats en qué la nocid de funcions convexes o log-convexes té un
paper basic. Aquest mén de desigualtats s’estimula en una relacioé reciproca
amb la teoria de difusié de gasos, que planteja nous problemes i aporta noves
solucions. El resum de Gardner [24, seccions 8, 9 i 10] proporciona una altra
vegada una visié panoramica d’aquests desenvolupaments amb una detallada
relacio bibliografica.

Tal com hem comentat, les desigualtats isoperimeétriques es poden conside-
rar particularitzacions de les desigualtats de Brunn-Minkowski. Hi ha multiples
versions de desigualtats isoperimétriques a més de les que hem vist a I'espai
euclidia, al reticle dels enters o al n-cub. Una de les aplicacions d’aquestes
desigualtats és als fenomens de concentracié de mesura, que descriuen la
concentracid de probabilitat de sumes de variables aleatories al voltant del
seu valor mitja. El fenomen de concentracié de mesura es pot entendre des
del punt de vista geomeétric. Un dels exemples paradigmatics és el de I'esfera
S"~1 amb la distancia euclidiana heretada de R". El resultat essencial en relacio
amb el fenomen de concentracié de mesura diu que, per a qualsevol subconjunt
A ST de mesura 1/2, el conjunt A—gle punts a distancia com a molt [Cde
A té mesura 1 — e "E72 45 a dir, concentra tota la mesura de I'esfera. Aquest
fet aparentment paradoxal es prova resolent el problema isoperimetric, que
en I'esfera té com a conjunts extremals els casquets esferics. Un altre exemple
particularment important en probabilitat és el cas de R™ amb la mesura gaussi-
ana (mesura de probabilitat amb densitat y(x) = (2r1) ""2e~1XI*/2) Una altra
vegada, qualsevol conjunt A amb mesura 1/2 té gairebé tot I'’espai a distancia
petita, en el sentit que Até mesura 1 — 2e~C74 | a demostracié més simple
d’aquest fet, deguda a Maurey [46] i Talagrand [63], fa una simple aplicacié de
la desigualtat de Prékopa-Leindler. Podeu veure una descripci6 dels fenomens
de concentracié de mesura i de les seves multiples aplicacions a I'excellent
article de Gabor Lugosi [42] en aquest Butlleti.

Una altra area natural d’aplicacié de la teoria de Brunn-Minkowski és el
problema del calcul del volum d’un cos convex. No hi ha férmules generals
per obtenir o aproximar aquest volum, i aquest problema tan basic es tracta
de forma algorismica. L’'obtencié d’un algorisme per al calcul del volum d’un
cos convex en dimensio arbitraria, pero, ha resultat ser un problema dur des
del punt de vista de la complexitat dels algorismes, fins i tot per obtenir
solucions aproximades. Es pot trobar la fascinant historia d’aquest problema a
Lovasz [41]. Aquest problema es va desencallar amb I'aplicacié d’algorismes
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aleatoris, basats a fer marxes aleatories, que donen aproximacions arbitraries
amb alta probabilitat. L’eficiencia d’aquests algorismes depén de la rapidesa de
la convergéncia a la distribucid limit de la marxa aleatoria. Aquesta rapidesa
s’avalua a partir de desigualtats isoperimeétriques. Un dels millors resultats en
termes d’analisi i eficiencia per a un algorisme del calcul d’un cos convex és de
Kannan, Lovasz i Simonovits [33], en que I'Gs de desigualtats isoperimétriques
i I’Gs de distribucions convexes constitueixen un desenvolupament particular
de la teoria de Brunn-Minkowski.

Aquest és nomeés un exemple, central, aixo0 si, de I'aplicacié de la teoria de
Brunn-Minkowski al disseny i a I’analisi d’algorismes. Un text excellent en qué
es descriu el context general de I'aplicacio de la teoria de Brunn-Minkowski
a algorismes geometrics i, en particular, a problemes d’optimitzacié combi-
natoria és el de Grotschel, Lovasz i Schrijver [27] Geometric algorithms and
combinatorial optimization.

Les versions discretes de les desigualtats isoperimétriques tenen una altra
aplicacio en I'estudi d’ordenacions lineals de conjunts parcialment ordenats.
Una area d’aplicaci6 son els anomenats problemes de Layout en els quals es
busquen ordenacions que optimitzen diverses funcions en grafs. L’exemple
paradigmatic és el problema de I'amplada de banda, originat en el disseny
d’algorismes per a calculs matricials. Sovint aquests calculs es fan en matrius
poc denses i I’'objectiu és trobar una ordenacio de les files i columnes per tal
d’agrupar el suport de la matriu al maxim possible en una banda estreta de la
diagonal principal (d’aqui el nom d’amplada de banda). Hi ha una gran diversitat
de problemes analegs que sorgeixen en camps diversos de la combinatoria,
I'algorismia i la informatica teorica. La monografia de Harper [32], Global
methods for combinatorial isoperimetric problems, déna una visié panoramica
d’aquesta mena de problemes, i a Diaz, Petit i Serna [14] se’n fa un recull
exhaustiu i es tracta la seva complexitat algorismica.

Acabem aquest breu recull d’aplicacions mencionant-ne algunes a la com-
binatoria. Moltes de les seqliencies de nombres que apareixen com a soluci6
de problemes d’enumeracio6 tenen la propietat de ser log-convexes (els coefi-
cients binomials, els nombres de Stirling, els coeficients gaussians) i aquesta
és una propietat que sovint es conjectura sempre que sembla plausible. La
solucié d’algunes d’aquestes conjectures passa sovint per la utilitzacié de
desigualtats procedents de la teoria de Brunn-Minkowski; vegeu, per exemple,
Stanley [61]. Un dels problemes classics resolt amb aquestes eines és la solu-
ci6 d’Egorychev [15] de 'anomenada conjectura de Van der Waerden sobre la
permanent d’'una matriu doblement estocastica. Recordem que la permanent
d’una matriu quadrada és el nombre que s’obté en el desenvolupament del
determinant si ometem els signes (en resulta, doncs, una forma multilineal
que no és alternada). Aixi com el determinant es considera una forma mul-
tilineal computacionalment tractable, no passa el mateix amb la permanent,
que des del punt de vista algorismic resulta un problema d’especial duresa. La
permanent d’una matriu es pot fer servir per comptar una bona varietat d’es-
tructures combinatories (aparellaments en grafs bipartits, quadrats llatins, etc.)
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de manera que qualsevol resultat sobre estimacions del seu valor és interessant.
La conjectura de Van der Waerden (de la qual el suposat autor desconeixia
I'existéncia) diu que, per a una matriu doblement estocastica d’ordre n (la suma
de cada columna i de cada fila és 1), la permanent es minimitza sobre la matriu
amb tots els termes iguals a 1/n. En fos qui en fos I'autor, la conjectura va
ser atacada durant més de trenta anys fins que Egorychev en va obtenir una
prova fent servir les desigualtats d’Aleksandrov-Fenchel, que s6n desigualtats
sobre els volums mixtos de Minkowski semblants a les que s’han mencionat a
la secci6 2.

Agraiments

L’autor déna les gracies als collegues amb qui ha compartit tantes discussions
sobre els problemes que es descriuen en aquest article, molt especialment a
Yahya O. Hamidoune.
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